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Kapitel 1

Einleitung

Wie setzt man Bilder zusammen, so dass man daraus ein Panoramabild er-
zeugen kann. Dazu muss die Perspektive der vorhandenen Bilder veréndert
werden und, falls beim Photographieren kein Stativ verwendet wurde, miis-
sen die Bilder rotiert bzw. nach oben oder unten verschoben werden. Dies
alles erreicht man durch den Einsatz von affinen bzw. projektiven Modellen.
Im Laufe dieser Arbeit werden wir diese Modelle ndher kennen lernen und
erfahren, welches Modell uns welche Dienste zur Verfiigung stellt.

Abbildung 1.1: Panorama Erzeugung hat Einsatz eines projektiven Modells

[6]



Kapitel 2

Projektive Geometrie

2.1 FEuklidischer Raum

Elementargeometrie wird normalerweise im euklischen Raum beschrieben,
der eine direkte Beschreibung des Raumes ist, den wir mit unserer menschli-
chen Intuition empfinden. Hier werden die Punkte im n-dimensionalen eukli-
dischen Raum E" einfach als Vektoren der Lange n dargestellt. Jedoch hat
diese einfache Definition des euklidischen Raumes auch einige Nachteile. Ers-
tens gibt es keine Auffassung iiber die Punkte in unendlich, so dass dies als
ein Spezialfall behandelt werden muss. Dieses Problem entsteht z.B., wenn
es den Durchschnitt der parallelen Linie berechnet, der nicht im euklischen
Raum definiert ist. Der zweite Nachteil kommt zustande, wenn wir eine geo-
metrische Transformation verwenden um eine Gegenstandsbewegung zu be-
schreiben. Sogar fiir grundlegende Arten der Bewegung werden verschiedene
Formeln benétigt. Verschiebung wird unter Verwendung einer Vektoradditi-
on beschrieben, Rotation als eine Matrixmultiplikation, und eine perspekti-
vische Projektion der Punkte auf eine Ebene benotigt eine Division.

2.2 Projektiver Raum

Ein projektiver Raum besteht aus Geraden und Punkten sowie zwei Rela-
tionen. Die erste Relation gibt an, welche zwei Geraden einen eindeutigen
Schnittpunkt haben und die zweite Relation gibt an, welche Punkte eine
Verbinungsgerade besitzen. Dabei ist zu beachten, dass die Geraden alle Ur-
sprungsgeraden sind. Das Konzept der projektiven Ebene liefert eine alterna-
tive einfache Formel, um alle Arten von steifen Bewegungen und perspektivi-
schen Projektionen in einer einheitlichen Formel zu beschreiben. Aufserdem
sind die Punkte in unendlich ein wesentlicher Bestandteil des Projektiven
Raumes und miissen nicht speziell betrachtet werden.
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2.3 Homogene Koordinaten

Bei einer Transformation werden meistens mehrere Operationen hinterein-
ander durchgefiithrt. Daraus ergibt sich meisten nicht nur Matrizienmulti-
plikation sondern auch Matrizenaddition. Man verwendet homogene Koor-
dinaten um aus aufeinander folgenden Matrizenmultiplikationen- und Ad-
ditionen eine einizge Matrix zu ermitteln. Das bei einer Transformation
nicht nur ein Punkt, sondern mehrere Punkte transformiert werden, kann
man dadurch vermeiden, dass die Transformationsmatrix mehrmals berech-
net werden muss. In n-dimensionalen Euklidischenraum E” wird jeder Punkt
als Vektor der Lange n beschrieben, in der jeder Komponent eine Position
entlang der Koordinatenachse ist. Demgegeniiber werden die Punkte im n-
dimensionalen projektiven Raum P" durch n + 1-dimensionalen Vektoren
dargestellt. Der Aufbau ist so, dass jeder Punkt (x1,...,2,)" in E" einem
eindimensionalen Unterraum (wzy, ..., we,,w)' in P® mit dem freien Skal-
lierungsparameter w # 0 entspricht. Der euklidische Raum E™ kann in P* auf
eine einfache Art eingebunden werden, indem man eine kanonische injektion
E" > (z1,....,2n)" — (21,...,2,,1)T € P" verwendet. In der Riickwerts-
richtung kénnen euklidische Koordinaten durch diese Funktion zugewonnen
werden

€1 Tn

)T (e E)T € E" (2.1)

P" 3 (21, .., Tn,w
Diese projektive Darstellung wird wie als homogene Koordinaten des Punk-
tes bezeichnet. Eine direkte Folgerung aus der Definition ist die wichtigste
Eigenschaft, damit die homogene Koordinaten bei der Skalierung unverén-
dert bleiben. So stellen (1, ..., Z,, w) " und (Az1,..., Azn, Aw) " den gleichen
Punkt fiir alle A # 0 dar. D.h., jeder euklidische Punkt p wird durch eine
Aquivalenzklasse E(p) C P" im projektiven Raum dargestellt. Alle Vektoren
in der Aquivalenzklasse kénnen durch eine konstante Skalierung der Koordi-
naten erhalten werden. Projektive Punkte mit w = 0 stellen ideale Punkte
in unendlich mit keine Ubereinstimmung in Euklidische Raum dar. Fiir die-
se Punkte in unendlich zeigen die ersten n Komponenten der Vektor, die
Richtung an, in der der Punkt liegt. Der Nullvektor (0,...,0)" ist nicht in
P™ eingeschlossen. Den Einsatz von homogenen Koordinaten werden wir im
Abschnitt der affinen Modelle sehen. Hier kann die Relation zwischen Punk-
ten im euklidischen Raum E? und entsprechenden Punkten im projektiven
Raum P? leicht sichtbar gemacht werden. Wir zeichnen P? = {(z,y,w)"} als
dreidimensionalen Raum mit den Parametern z,y,w. In diesem Raum kann
die Aquivalenzklasse, die den Punkt p im P? enthélt, als Linie, die durch
den Ursprung und den Punkt p geht, dargestellt werden. Der Durchschnitt
dieser Linie mit der Ebene w = 1 definiert die Koordinaten in der eukli-
dischen Ebene. Da eine Skalierung des homogenen Koordinaten Punktes p
durch eine Nicht-Null Konstante nur den Punkt entlang der Linie verschiebt,
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bleibt seine Position auf der euklidischen Ebene gleich. Dieses erklirt die
Skalierungsinvarianz der homogenen Koordinaten. Indem man die spezielle
Darstellung mit der letzten Koordinate w = 1 wahlt, wird klar, dass die
euklidische Ebene selbst in dem projektiven Raum als eine Ebene an w =1
eingebettet werden kann. Ideale Punkte p mit w = 0 entsprechen den Linien,
die zur euklidischen Ebene parallel sind verlaufen, und sich idealerweise im
unendlich schneiden. Da diese Linien zur euklidischen Ebene w = 1 parallel
sind verlaufen, sind die idealen Punkte nicht Teil des euklidischen Raumes.
Dies stimmt mit der Definition des euklidischen Raumes iiberein, da es kei-
ne Informationen {iber die Punkte in unendliche enthélt. Um wéahrend der
Berechnung eine Mafeinheit zu haben ||p|| = 1, versucht man homogene Ko-
ordinaten zu normieren. Bzgl. der oben genannten Visualisierungsmethode
hat diese den Effekt, dass alle Punkte in den homogenen Koordinaten um den
Ursprung von P? auf dem einheitlichen Bereich liegen. Bei Koordinaten mit
erheblich unterschiedliche Groflen konnen Probleme auftreten. Wichtig ist
zu wissen, dass die Normierungsverfahren an unterschiedlichen Zeitpunkten
in der Berechnung angewendet werden kénnen.

In der euklidischen Geometrie werden Linien als ax + by +c = 0 definiert,
wobei a, b, ¢ die Parameter der Linie sind. Diese Parameter bleiben unverén-
dert. Auch bei der Multiplikation mit einem konstanten Wert wie w # 0, der
w(ax) +w(by) +we = 0 die gleiche Linie beschreibt. Wenn wir die Linienpa-
rameter mit Hilfe des Vektors | = (a,b,c)’ bezeichnen und die Punkte zur
Spezifizierung von homogenen Koordinaten p = (wz,wy,w)’ verwenden,
koénnen wir die gleiche Linie als I”.p = 0 beschreiben. Diese Konstruktion
stellt jede Linie in E? als eine Ebene in P? dar, da sie den Ursprung durch-
lduft und einen Normalvektor hat. Diese Ebene schneidet die euklidische
Ebene w = 1 in der gewiinschten Linie. Da die Norm der Ebene norma-
lerweise irrelevant ist, bleiben die Linienparameter auch zur Skalierung mit
einem Nicht-Null Wert unveridndert. Ahnlich zu den Punkten an unendlich,
ist eine spezielle Linie durch [, = (0,0, 1)T in unendlich definiert. Solange
11 .(z,y,w)" =0 genau dann ist, wenn w = 0 ist, ist die Linie I, eine Rei-
he von Punkten in unendlich. Wichtig ist zu wissen, dass die Linie [, ,wie
die Punkte in unendlich, keine Ubereinstimmung mit euklidischer Geometrie
hat. In unserer Visualisierung, in der wir den Vektor von Linienparametern
betrachten, definiert [, eine Ebene, die parallel zur euklidischen Ebene ist,
und sich idealerweise in unendlich schneidet. Linien [; und Iy beschreiben
zwei Linien in P2. Im Raum (z,y,w) konnen zwei Ebenen durch den Ur-
sprung mit Normalvektoren [y und lo dargestellt werden. Der Schnittpunkt
p von zwei Linien [;,lo muss auf beiden Ebenen im Raum (z, y, w) liegen. Das
bedeutet, dass p'.l; = 0 und p'.lo = 0 gelten muss. Mit anderen Worten, p
ist orthogonal zu beide Linien /1 und lo. Wir kénnen dies wie folgt berechnen:
p = 11 X l3. Wenn er homogene Koordinaten verwendet, ist der Durchschnitt
von zwei Linien wohl definiert und ergibt einen idealen Punkt in unendlich.
In diesem Fall hat der Schnittpunkt w = 0 . Die anderen zwei Koordinaten
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zeigen die Richtung an, den der Schnittpunkt in unendlich Punkte p; und po
beschreiben zwei Punkte in P?. Daraus folgt ein dhnliches Ergebnis wie oben.
Um projektive Parameter von der Linie zwischen p; und ps zu finden, miis-
sen wir eine Ebene finden, in dem die Punkte p; und po sowie der Ursprung
enthalten sind. Wir spezifizieren diese Ebene durch seine normale Ebene I,
d.h., dass I7T.p; = 0 als auch [T .py = 0 gelten miissen. Daraus kénnen wir
durch die Verwendung von Kreuzprodukten ermitteln { = p; X py. Die Linie
zwischen zwei Punkten in unendlich ergibt die Linie /.

2.4 Geometrische Transformation in 2-D

Die Projektive Transformation wird haufig verwendet, um Bewegungen eines
Gegenstandes als geometrische Transformation in Bilder zu beschreiben. Wir
zeigen zuerst einige grundlegende Eigenschaften von projektiven Transfor-
mationen und stellen die affine Bewegung als eine wichtige Unterklasse der
projektiven Transformation vor. Die Klasse der affinen Bewegung erlaubt
uns, ein intuitives Verstédndnis der physikalischen Bedeutung der Tansfor-
mationsparameter zu entwickeln. Schliefflich sehen wir, wie das projektive
Bewegungsmodell, das fiir die Bewegungsanalyse in einer inhomogenen For-
malisierung verwendet wird, direkt von der homogenen Definition abgeleitet
werden kann.

2.4.1 Projektive Transformation

Eine projektive Transformation wird als lineare Transformation zwischen ho-
mogenen Koordinaten definiert. Wir betrachten nur nicht degenerierte Falle
in denen die Transformation umkehrbar ist. Da die Transformation linear
und umkehrbar ist, kann sie als eine nichtsinguldre Matrix H = {h;i} ge-
schrieben werden. Fiir einen projektiven Raum P™ hat eine Matrix die Grofe
(n+1) x (n+ 1). Im Falle von P? erhalten wir folgendes:

z’ hoo hor ho2| [
v | = [ho hi1t hi2 Y (2.2)
w’ hao hor hao| \w

Die Eintrége der Matrix {h;;} sind die Transformationsparameter. Bei der
Verwendung von homogenen Koordinaten wird die Transformationsmatrix
nur bis zur einem Skalierungsfaktor definiert. Folglich; in P2 hat die Trans-
formation nur 8 Parameter obwohl die Transformationsmatrix 9 Elemente
hat. FEine Kollineation in der Ebene wird als eine Transformation dieser Ab-
bildungslinien auf Linien definiert. Es kann gezeigt werden, dass jede Kol-
lineation als projektive Umwandlung geschrieben werden kann, und umge-
kehrt. Fiir eine nichtsinguldr gegebene Transformationsmatrix H = {hy}
kénnen wir leicht zeigen, dass die Linien immer auf Linien abgebildet wer-
den. Um dies zu priifen, betrachten wir {p;} eine Reihe von Punkten, die alle



KAPITEL 2. PROJEKTIVE GEOMETRIE 6

auf der Linie [ liegen, so dass [ .p; = 0 gilt. Da wir annehmen, dass H um-
kehrbar ist, entspricht dieses {"(H~'H)p; = 0. Beim umklammern kdnnen
wir diese Gleichung ermitteln (1T H~')(Hp;) = 0. Aber dies bedeutet, dass
die umgewandelten Punkte Hp; alle auf der Linie /T H~! liegen. So erhalten
projektive Transformationen die Linien. Die Umkehrrichtung gibt an, dass
jede Kollineation als projektive Transformation geschrieben wird. Fiir eine
Transformation p’ = Hp zwischen Punkten, konnen wir eine entsprechende
Transformation finden, die die Linienparameter des Vektors [ zu Linienpa-
rametern [’ der transformierten Linie abbildet. Es kann folgendes ermittelt
werden:

I'" =1"H™'  oder entsprechend ' = H™ 'l (2.3)

Entsprechend koénnen wir sagen, dass fiir die Punkttransformation H, die
entsprechenden Linientransformationen H T ist.

2.4.2 Affine Modelle

Wir behandeln jetzt 2-dimensionale affine Transformationen. Dies sind Ab-
bildungen, die ein Objekt in ein anderes Objekt iiberfiithren. Die wichtigsten
Transformationen sind:

Translation

Rotation

Skalierung
e Scherung

Wir legen aber vorher fest, was man unter einer Transformation versteht.
Eine Transformation T ist eine Abbildung v — T'(v) = ¢’. Eine Transforma-
tion T wird linear genannt, falls fiir Vektor v und w gilt:

T(v+w)=T()+T(w)
T(p) = pT (v)

Von der Elementargeometrie wissen wir, dass die affine Bewegung in [E?
geschrieben werden als

() = Lo o] (2)+ (1) e

so dass er eine 2 x 2 Transformationsmatrix A = {ax;} und einen Verschie-
bungsvektor t = (t,,t,)T enthilt. Die Matrix A kann immer in einer Rei-
he von elementaren Operationen, Rotationen, Skalierungen und Reflexionen
faktorisiert werden.
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=4

(a) Translation (b) Rotation

= D H/<

(c) Skalierung (d) Scherung

Abbildung 2.1: Transformationen!

Die Transformationsmatrizen fiir jede dieser grundlegenden Operation
werden unten definiert. Es ist leicht zu sehen, dass all diese elementaren
Operationen, parallele Linien auf parallelen Linien abbilden. Infolgedessen
bietet diese Eigenschaft die Mdoglichkeit, dass die affine Transformation in
eine Reihe von elementaren Operationen zerlegt werden kann. Unter Ver-
wendung von homogenen Koordinaten, konnen wir den Verschiebungsvektor
in die Matrix integrieren, um daraus folgende Formel zu ermitteln [2]

.T/ app aopl tx X
v | =lawo an ty| |y (2.5)
w' 0 0 1 w
Translation
=+t
Y =y+ty,

!Quelle:http://de.wikipedia.org/wiki/Koordinatentransformation
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Man nennt < e ) den Translationsvektor [1] [5].

ty
! 1 0 t,] /=
v =101 t,| |y (2.6)
1 0 0 1 1

Rotation

Das Rotationszentrum sei (0,0). Vor der Rotation gilt:
x =1 -cos(y)

y=r-sin()
Nach der Rotation gilt [1] [5]:

a' =r-cos(y+p) =x-cos(u) —y - sin(p)

y' =r-sin(y+ p) =y - cos(u) + = - sin(p)

Somit lautet die Transformationsmatrix wie folgt:

x cos(p) —sin(p) 0| [z
y' | = |sin(u) cos(u) Of (y]. (2.7)
1 0 0 1 1

Skalierung
Der Fixpunkt der Skalierung sei (0,0). Es gelten folgende Gleichungen:

¥ =15,
/
Y =Y Sy
sz > 0 und s, > 0 heifen Skalierungsfaktoren. Das Objekt wird bei s, =

sy > 0 vergrofert und bei s, = s, < 0 verkleinert. Die Darstellung als Matrix
ergibt folgende Gleichung [1] [5]:

T s, 0 O T
vy | =10 s, 0 |y (2.8)
1 0 0 1 1

Falls der Fixpunkt nicht bei (0,0) liegt, wird wie folgt vorgegangen:
1. Translastion Fixpunkt — Ursprung
2. Skalierung bzgl. (0,0)

3. Riicktranslation zum urspriinglichen Fixpunkt
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Scherung
Der Fixpunkt sei (0,0). Es gelten dann folgende Gleichungen [1] [5]:

2 =x+ Sch, -y
Yy =y+Schy-x

Spezialfdlle fiir Scherung: x-Scherung: Sch, = 0 — y' = y (Scherung in
z-Richtung) y-Scherung: Schy = 0 — 2’ = = (Scherung in y-Richtung)
Die Matrixdarstellung der Scherung ergibt:

x 1 Sch, 0] [z
y | =1|Schy 1 0| |y]. (2.9)
1 0 0 1 1

Wenn man alle oben genannten Operationen aus (2.6), (2.7) und (2.8) zu
einer Matrix zusammenfassen wiirde, erhielt man eine Matrix die wie folgt
aussdhe:

spcos(a)  sysin(a) ty
—sgsin(a) sycos(a) t,] . (2.10)
0 0 1

Die affine Transformation hat sechs Parameter. Jedoch umfasst die affine
Transformation, in dieser allgemeine Form, Bewegungsarten, die keine giilti-
gen Bewegungen der steifen Gegenstande sind. Folglich konnen wir die Trans-
formation weiter einschrianken, indem wir die Scherung (Sch, = Schy, = 0)
verbieten und nur isotrope Skalierung (s := s, = s,) erlauben. Wenn man
dies in (2.10) &ndert bleiben als Ergebnis nur vier Parameter tibrig, ndmlich
einer fiir Rotation, einer fiir isotrope Skalierung und zwei fiir den Verschie-
bungsvektor. In diesem Fall kann die Matrix wie folgt ausgedriickt werden [2]

scos(a)  ssin(a) ty
—ssin(a) scos(a) t

e (2.11)
0 0 1

wobei a der Winkel der Rotation ist und s den isotropischen Skalierungs-
faktor reprasentiert. Obwohl dies nie in der Praxis zutreffen kann, wird das
affine Kameramodell als Approximationswert noch hiufig benutzt, wenn der
Abstand zwischen Kamera und Szene grofs, und die Bewegung klein ist. Wir
versuchen die Parameter ' und 3’ zu ermitteln. Dazu verwenden wir die
allgemeine Transformationsformel und erhalten folgendes Ergebnis [2]

! hoo hor ho2| [
Yy | = |hio hu hi2| |y |- (2.12)
w hao hor hoo| \w

Durch ausmultiplizieren der Matrix erhalten wir folgendes [2]:
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o hoor + ho1y + ho2 Y = hioz + h11y + hi2
haox + hory + hoy’ hoox 4 hory + hoy
Aus oben genannter Matrix sehen wir, dass die letzte Zeile der Matrix immer
(0,0,1) ist. Daraus konnen wir die Werte hgg,ho; und hgy ermitteln. Wir
wissen jetzt hog = he1 = 0 und hoo = 1. Wir setzen das in die obere Gleichung
ein und erhalten folgende Gleichung:

(2.13)

z' = hoox + hory + hoz, y' = h1ox + h11y + hia.

Der letzte Schritt ist einfach, ndmlich die Transformationsfaktoren aus der
Matrix in diese beiden Gleichungen einzusetzen:

2’ = scos(a)x + ssin(a)y + t,,
y' = —ssin(a)z + scos(a)y + t,,. (2.14)

Diese beide Formeln werden in affinen Modellen eingesetzt um die neuen
Werte fiir x und y zu berechnen. Wir werden spéter zeigen, dass die affine
Transformation ein Spezialfall des projektiven Transformation sind.

2.4.3 Projektive Modelle

Nachdem wir den Fall von affinen Bewegungen abgedeckt haben, und sie
als eine Unterklasse der projektiven Bewegung beschrieben haben, konnen
wir uns den allgemeinen projektiven Transformationen widmen. Wenn wir
uns an die Gleichung fiir affine Bewegungen in homogenen Darstellungen
erinnern, sehen wir, dass die letzten Zeilen der Matrix immer (0,0,1) sind.
Folglich halt w’ = w fiir jede mogliche Transformation, d.h., die Transforma-
tion dndert nicht die w-Koordinaten. Bei affinen Modellen wird die Bewegung
eines Punktes nur innerhalb einer Ebene durchgefiihrt, die zur euklidischen
Projektionsebene parallel ist. Da keine Anderung in der Hohe eintritt, beob-
achten wir keinen perspektivischen Projektionseffekt. Wenn wir das Modell
so verallgemeinern, dass die letzte Linie willkiirliche Werte enthé&lt, haben
wir die allgemeine Projektionstransformation. Wie wir zuvor gesehen haben,
modelliert diese eine allgemeine Ebene zu Transformationsebene, die die 3D
Bewegung einer Ebene, angesehen durch Pinlochkamera, beschreiben darf.
Der Unterschied zur affinen Transformation ist, dass parallele Linien im All-
gemeinen nach der Transformation nicht parallel bleiben. Stattdessen hat die
projektive Transformation die Eigenschaft, dass die parallelen Linien zu Lini-
en abgebildet werden, die sich in einem allgemeinen Fluchtpunkt schneiden.
Das schliefst natiirlich den Spezialfall der parallelen Linien, die parallel blei-
ben, mit ein, da die parallelen Linien sich in einem idealen Punkt in unendlich
schneiden. Da sich die parallelen Linien in einem Fluchtpunkt schneiden, ist
es klar, dass die Position des Punktes von der Richtung der Linien in das
Bild abhéngig sein kann.
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Der Horizont

Die Menge der Fluchtpunkte wird Fluchtlinie genannt [2]. In der realen Welt
kennen wir diese Linie als den Horizont. Seit die Horizontlinie und sein Ver-
héltnis zur Linie an unendlich eine wichtige Rolle spielt, forscht man in die-
sem Gebiet, um herauszufinden, wie die Parameter der Horizontlinie von
einer Transformationsmatrix ermittelt werden konnen. Wir bezeichnen die
Transformation von Bildkoordinaten auf die Gegenstandsebene mit H. In
dieser Formel kénnen wir die Horizontlinie als Punkt p definieren, die durch
die Transformation von H zu den Punkten an der Unendlichen abgebildet
sind. In Anbetracht dessen, liegen die Punkte (z,y,w) im Unendlich falls
w =0, gilt [2]

x! hoo hor ho2| [
Yy | = |ho hin hi2| [y |- (2.15)
w’ hao hor hoo| \w

Von diesem leiten wir die Bedingung ab, die fiir Punkte auf dem Horizont
gilt [2]

(h2o, ho1, haa) cot p = 0.

Da diese Gleichung die gleiche Form wie eine allgemeine Liniengleichung hat,
brauchen wir nur die letzte Zeile der Matrix H als auch die Linienparameter
flir die horizontale Linie [ zu betrachten. Folglich haben wir das einfache
Ergebnis:

I, = (hao, ha1, haa) .

Lassen Sie uns schlieflich den speziellen Fall von einer affinen Transforma-
tion behandeln. Wir wissen bereits, dass die affine Transformation den Fall
Parallelismus enthélt. Infolgedessen liegen die Fluchtpunkte immer auf der
Linie am unendlich. Diese Beobachtung wird durch die Tatsache gestiitzt,
dass die letzte Zeile der affinen Transformationsmatrix (0,0, 1) ist, welches
1L entspricht. Folglich bleibt die Position der Linie am unendlich zu irgend-
welchen affinen Bewegungen unveréandert.

Projektiven Transformation

Die projektive Transformation mit der inhomogenen Formulierung gibt uns
folgendes [2]:

x! hoo hor ho2| [
Yy | = [ho hu hi2| [y ]. (2.16)
w’ hao hor hoo| \w

Durch Ausmultiplizieren der Matrizen erhalten wir folgendes [4]:
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/

x hoo hor ho2| [ hoox + ho1y + ho2
Yy | = |hio hit hia| |y | =|hozr+hiy+ ho (2.17)
w’ hao hor hoo| \w hoox + ha1y + hao

Wie bereits im Abschnitt homogene Koordinaten erklért, um die Koordi-
naten in euklidischen Raum umzuwandeln, teilen wir diese durch dir letzte
Zeile der Matrix bzw. w und daraus entstehen folgende Gleichungen [2]:

o hoox + ho1y + ho2 J = hiox + h11y + hi2
hoox + ha1y + hag’ hoox + ho1y + haa

Da die Parameter {hy;} im Vergleich zu einer Gesamtskalierung unveréndert
sind, ist die praktische Normierung anzuwenden hso = 1. Besonders in der
Literatur iiber Bewegungsabschétzung fiir Videokodierung, wird normaler-
weise die inhomogene Formel benutzt. Jedoch soll man nicht vergessen, dass
diese Normierung nur moglich ist wenn hoo # 0. Es ist wichtig zu wissen, in
welchen Fillen hoo dem Wert Null entspricht, um zu entscheiden, wann die
inhomogene Formel anwendbar ist. Die Uberpriifung von der Linie in unend-
lich gibt uns mehr Einblick in den Fall. Wir wissen, dass die Horizontlinie
im Photo wie folgt lautet: (hoox + ho1y + heg). Der spezifische Fall hog = 0
verursacht, dass die Horizontlinie die Form hggx + he1y = 0 hat, die entlang
(?7) der Linie ist, die den Ursprung durchlauft. Infolgedessen ist die Norma-
lisierung hoy = 1 genau dann zuldssig, wenn die Horizontlinie den Ursprung
umfasst. Wenn diese Situation in einer spezifischen Anwendung auftritt, soll-
te die inhomogene Formel nicht benutzt werden. Im Falle der Beschreibung
von Objektbewegung durch eine projektive Transformation zwischen aufein-
ander folgende Frames, ist die Bewegung so klein, dass die Normierung in
der Regel kein Problem sein wird. Andererseits, wenn die Bewegung iiber
einen grofie Zeitabstand geschétzt wird, kann dies doch ein Problem sein.
Ignorieren wir diese Fille, in denen die Normalisierung hoy = 1 unzuldssig
ist, erhalten wir die meist benutzte Formel der projektiven Bewegung [2]

(2.18)

o hoox + ho1y + hoo J = hiox + h11y + hi2
hoot + ho1y +1 hoox + ho1y +1
Oder, wenn verschiedene Symbole fiir die Parameter Transformation ver-
wenden werden, um Ihre Relation zur affinen Transformation zu verbessern,
schreiben wir dies wie folgt 2]

(2.19)

o hoox + hoy + tx J = h10$+h11y+ty'

hgox + h21y +1 ’ hgol‘ + h21y +1
Wir sehen, dass die affine Transformation als spezieller Fall von der projek-
tiven Transformation fiir hog = hoy = 0 zustande kommt. Weil der Nenner
im affinen Fall verloren geht, ist die projektive Transformation eine nicht
lineare Transformation. Dividiert man Zahler und Nenner durch hos # 0,

(2.20)
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wird die Transformation um einen Parameter vereinfacht. Wir schreiben die
hy; Parameter um by; = Z—:g Wir erhalten [2]:
; boow + bo1y + bo2 , bior + b1y + b2

o = , - . 2.21
baox + bo1y + 1 4 boox + bo1y + 1 (221)

Wir schreiben diese Gleichungen um [4]:

x/.(bgox + b21y + 1) = bool‘ + bmy + bog,

y/.(bgol‘ + bo1y + 1) = bigr + b11y + b12. (2.22)
Ausmultiplizieren [4]

bgo.%ll‘ + b21$/y + .T/ = boox + b01y + bog,

boy'x + ba1y'y +y' = brox + bu1y + bra. (2.23)
Trennen der unbekannten von bekannten Grofen ergibt [4]:

&’ = boox + bo1y + bog — baoz'x — ba12'y,

Y = biox + b1y + b1z — booy'x — ba1y'y. (2.24)

Mit minddestens 4 Punktpaaren (Korrespondierende Punkte) zwischen
Quellbild und Zielbild erhdlt man 8 Gleichungen zur Bestimmung der 8 Pa-
ramter bop, ..., bg1. Wenn k = 1...n dann gilt [4] [3]:

z, = booxk, + bo1yk + bo2 — b0} Tk — bo1 T}y,

Y = brozk + bi1yk + biz — baoyi Tk — ba1 Y Y- (2.25)
Schreiben wir das Ergebnis. Als eine Matrixmultiplikation gilt [4]:

boo
- | b
1 y1 1 0 0 0 —2ixy —2iy 601 x)
0 0 0 =z y»1 1 —yiz1 -y 0 Y1
.. blo .« e
bu =] (220
b
Tn Yo 1 0 0 0 —alz, —2hyn b12 xl,
[0 0 0 @n yn 1 —wpZn —Yhyal |2 v
21
bao

Wir 16sen dieses lienare Gleichungssystem und erhalten die transformieren-
den Punkte 2’/ und y’. Die Abbildung (2.2) zeigt ein Beispiel fiir den Einsatz
von projektiven Modellen zur Erstellung von Panoramabildern. Wie bereits
erwahnt, sucht man in zwei Bildern 4 korrespondierende Punkte im gemein-
samen Teil beider Bilder (2.2)(a), 16st (2.26) fiir diese Punkte und somit
werden die Bilder aneinander angepasst, so dass man daraus ein Panorama-
bild wie in (2.2)(b) erzeugen kann.
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(a) Zwei Bilder mit 4 korrespondierenden Punkten

(b) Beide Bilder kénnen mit Hilfe des projektiven Modells zusammengesetzt werden.

Abbildung 2.2: Anwendung [2]



Kapitel 3

Zusammenfassung

In dieses Arbeit werden zuerst euklidische, affine und projektive Rdume vor-
gestellt. Um verschiedene Arten der Transformationen besser zu verstehen,
wurde auf Homogene Koordinaten genauer eingegangen, um aus Matrixaddi-
tion und -multiplikation nur eine einzelne Matrixmultiplikation zu erzeugen.
Um {iber affine Transformationen zu sprechen, war es notwendig auf ver-
schiedene Transformationsarten wie Verschiebung, Drehung, Skalierung und
Scherung einzugehen. Beim affine Kameramodell werden die bereits bekann-
ten Transformationen zusammengefasst und es enstand daraus eine Matrix
die alle Transformationsarten enthielt. Um Perspektivendnderungen zu be-
riicksichtigen, hat affine Kameramodell mit 6 Parametern nicht ausgereicht.
Das Projektive bzw. perspektivische Kameramodell hat 8 Paramatern. Um
das projektive Kameramodell anzuwenden benotigt man 4 korrespondierende
Punkte. Dabei handelt es sich um 4 gemeinsame Punkte in zwei unterschied-
lichen Bildern, die man auswéahlt. Mit Hilfe dieser Punkte kann man die bei-
den Bilder transformieren, so dass daraus eine Panoramabild ensteht. Wie
man diese Punkte auswéhlt ist nicht Inhalt dieser Arbeit. Es wurde eben-
falls gezeigt, dass das affine Kameramodell eine Unterklasse des projektiven
Kameramodells ist.
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